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KIRISH 
O’rta qiymatlar nazariyasining yaratilishining boshlang’ich qismi Pifagor 
maktabi tomonidan proporsiyalarning tadqiq etilishidan boshlangan. Bunda o’rta 
qiymat va proporsiya tushunchalari orasida qat’iy farq ajratilmagan. Arifmetik nuqtai 
nazardan proporsiyalar nazariyasining rivojiga sezilarli turtki Yunon matematiklari 
Nikolax Gerasskiy (eramizning I asr oxiri va II asr boshi) va Papp Aleksandriyskiy 
(eramizning III asri) tomonlaridan qo’shilgan. O’rta qiymatlarni statistikada qo’llash 
ingliz olimi U.Petti nomi bilan bog`liq bo’lib, U.Petti o’rta qiymatni iqtisodiy 
kategoriyalar bilan bog’lagan holda unga statistik mazmun berishga harakat qilgan 
olimlardan biridir. Lekin o’rta qiymat tushunchasini bayon etishni, uni ajratib 
ko`rsatishni U.Petti bajarmagan. O’rta qiymatlar nazariyasini birinchi qo’llagan olim 
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A.Ketledir. U birinchilardan bo’lib matematik bazani kiritish orqali o’rta qiymatlar 
nazariyasini izchil ishlab chiqishga erishdi. O’rta arifmetik qiymat esa ko’p har xil 
sonlar to’g’risida yaqin tasavvur beruvchi son. Ushbu maqola internetda ingliz tilida 
(http://en.wikipedia.org/wiki/Mean) yoritilgan manbadan olingan ma’lumotlar 
asosida tayyorlangan bo’lib, o’zbek tilidagi darsliklarda uchramaydigan tushunchalar 
jamlangan. Maqolada keltirilgan ma’lumotlardan umumta’lim maktablarida 
matematika fanidan sinfdan tashqari mashg’ulotlarni tashkil qilishda foydalanish 
mumkin. 
UMUMIY TA’RIF 
Matematikada ishlatilishidan bog’liq ravishda o’rta qiymatning turli xil ta’riflari 
mavjud. Quyida biz shulardan birini bayon qilamiz. 
+R  orqali nomanfiy sonlar to’plamini belgilaymiz. 
Agar +++ → RRRm :  funksiya ushbu 
1) );,(),( abmbam =  
2) );,max(),(),min( babamba   
3) barcha 0  lar uchun );,(),( bambam  =  
4) );,(),( bcmbamca   
5) m -uzluksiz; 
shartlarni qanoatlantirsa, m  funksiyaga o’rta qiymat deyiladi. 
O’RTA QIYMATNING BA’ZI TURLARI 
Matematikada eng ko’p uchraydigan o’rta qiymatlarga o’rta arifmetik, o’rta 
geometrik va o’rta garmonik, o’rta vaznlik  qiymatlar misol bo’la oladi. 








songa a  va b sonlarning o’rta arifmetik qiymati deyiladi. 
2-ta’rif. O’rta geometik qiymat. Ushbu 
abbaG =),(  
songa a  va b  sonlarning o’rta geometik qiymati deyiladi. 

















songa a  va b  sonlarning o’rta garmonik qiymati deyiladi. 
Bizga ma’lumki, o’rta arifmetik, o’rta geometrik va o’rta garmonik qiymatlar 
matematikada ko’p uchrab turadi va ular orasida  
),(),(),( baAbaGbaH   
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kabi munosabatlar o’rinlidir. 
4-ta’rif. O’rta vaznli qiymat. Umuman, bahosi a so’mlik k kilogram, b so’mlik n 











songa aytiladi. bu yerda k,n,m- musbat sonlar. 
O’RTA QIYMATLARNING BOSHQA TURLARI VA ULAR ORASIDAGI 
BOG’LANISHLAR 
O’rta qiymatning yuqorida ko’rsatilgan turlari elementar matematika kursida 
o’quvchilarga o’rgatilib, ularga doir masalalar ham tanishtirilgan. Biz quyida 
ko’rsatadigan o’rta qiymatlar garchi maktab dasturida  qo’llanilmasada, amaliyotda  
masalalarda keng tatbiq qilinadi. Ushbu o’rta qiymatlar haqidagi ma’lumotlar 
respublika hamda xalqaro olimpiada darajasidagi o’quvchilar uchun qo’llanma bo’lsa 
ajab emas. 










 ba  , ( )aaaL =),(  
songa a  va b  musbat sonlarning o’rta logarifmik qiymati deyiladi. ),( baL  



























Logarifmik o’rta qiymat hamisha o’rta geometrik va o’rta arifmetik qiymatlar 
orasida joylashgan bo’ladi, ya’ni  
),(),(),( baAbaLbaG  . 
Logarifmik o’rta qiymat haqida ba’zi ma’lumotlar. 











munosabat o’rinlidir. Agar f  ni ln bilan almashtirib   nuqtadagi qiymati 
qaralsa, u holda x  va y  sonlarning logarifmik o’rta qiymati hosil bo’ladi. 
















ni hosil qilamiz. x  va y  sonlarning o’rta logarifmik qiymatini hisoblash uchun 

































































































− + −= ],...,,ln[)1(),...,,( 10
1
10  











ko’rinishida bo’ladi. Bizda  
 0.....01.......:).....,.........(
000
=++=  nnnS  
simpliks berilgan bo’lsin va bu hajmi 1 gateng bo’lsin simpliksdagi o’lchov 
















kabi bog’lanish mavjud. 
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Yuqorida keltirilgan o’rta qiymatlarning umumlashmasi sifatida quyidagi o’rta 
qiymatni kiritamiz: 
7-ta’rif. O’rta binomial, o’rta darajali yoki o’rta Gyol’der qiymat. 















, − p  
songa a  va b  sonlarning o’rta binomial, o’rta darajali yoki o’rta Gyol’der 
qiymati deyiladi. 
Agar p  soni -1, 1 va 2 ga teng bo’lsa, u holda 
( , )pB a b  soni mos ravishda o’rta 
garmonik, o’rta arifmetik va o’rta kvadratik ildiz qiymatiga teng bo’ladi. 
Agar qp   bo’lsa, u holda 
),(),( baBbaB qp   tengsizlik o’rinli bo’lishini 
hamda 
min( , ) lim ( , ),p
p




max( , ) lim ( , )p
p




tengliklarning o’rinli bo’lishini oson tekshirib ko’rish mumkin. 









, 10   
songa a  va b  sonlarning Heinz o’rta qiymati deyiladi.  







, abbaH =),(2/1 , ),(),(1 baHbaH  =− . 
Barcha 10   larda quyidagi  
),(),(),( 02/1 baHbaHbaH    
tengsizliklar o’rinli ekanligini tekshirish qiyin emas. 
9-ta’rif. −f  o’rta qiymat. 














songa a  va b  sonlarning −f  o’rta qiymati deyiladi va f  funksiyani tanlash 
hisobidan mos o’rta qiymatni hosil qilish mumkin. Xususan, 
agar xxf =)(  bo’lsa, o’rta arifmetik qiymat; 
agar xxf /1)( =  bo’lsa, o’rta garmonik qiymat; 
agar 
mxxf =)(  bo’lsa, darajali o’rta qiymat; 
agar xxf ln)( =  bo’lsa, o’rta geometrik qiymat hosil bo’ladi. 
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Masalan, agar 12)( += xxf  bo’lsa, 
5)8,2( =fm  bo’ladi. 
Shuni ta’kidlab o’tish joizki, o’rta qiymatning yana ko’plab turlari mavjuddir. 
Masalan, o’rta vaznli qiymat, arifmetik-geometrik o’rta qiymat, arifmetik-garmonik 
o’rta qiymat, geometrik-garmonik o’rta qiymat, o’rta vaznli geometrik o’rta qiymat, 
o’rta vaznli garmonik o’rta qiymat, teskari garmonik o’rta qiymat, elementar 
simmetrik o’rta qiymat, sferik o’rta qiymat, Sezaro o’rta qiymati, Karcher o’rta 
qiymati, Stolarsky o’rta qiymati va hakozolar bunga misol bo’lishi mumkin. Ulardan 
ayrimlariga to’xtalamiz. 
10-ta’rif. Chisini o’rta qiymat. Bizga n  ta ),...,,( 21 nxxx  o’zgaruvchili f  
funksiya berilgan bo’lsin. Agar har bir ),...,,( 21 nxxx  vektor uchun shunday yagona 
M  soni topilib ),...,,(),....( 21 nxxxfMMf ==  tenglik bajarilsa M  soniga 
),...,,( 21 nxxx  sonlarning o’rta Chisini qiymati deyiladi. 
Bu o’rta qiymat Oskar Chisini tomonidan 1929 – yilda kiritilgan. O’rta 
arifmetik, o’rta geometrik, o’rta garmonik, o’rta Heronian va o’rta kvadratik 
qiymatlar Chisini o’rta qiymatlaridir. Bu o’rta qiymat quyidagi adabiyotda birinchi 
bo’lib keltirilgan. (Chisini.O “Sul connetto ol media” Periodico di Matematiche 
4,106,-116,1929). 


























































ifodaga nxxx ,...,, 21  musbat sonlarning Kontra garmonik o’rta qiymati deyiladi. 
Kontra garmonik o’rta qiymatni xarakterlovchi ba’zi xossalarni keltiramiz: 
1-xossa:
( )     .,...,,max,,...,,min,...,,
212121 xxxxxxxxx nnnC   
2-xossa: Barcha 0t  lar uchun 
( ) ( )xxxxxx nn CttttC ,...,,,..., 2121 =  
tenglik o’rinli. 
1-xossadan barcha 0k  lar uchun ( ) kkkkC =,...,,  tenglikning o’rinli ekanligi 
kelib chiqadi. Bunga qo’zg’almas nuqta xossasi deyiladi. 
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3-xossa: Ixtiyoriy ),...,,( 21 nxxxx =  vektor uchun quyidagi munosabatlar 
o’rinlidir. 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxCxRxAxLxGxHx maxmin  . 
Bu yerda )(xH  -o’rta garmonik qiymat, )(xG  -o’rta geometrik qiymat, )(xL  -
o’rta logarifmik qiymat, )(xA  -o’rta arifmatik qiymat, )(xR  - o’rta kvadratik ildiz 
qiymat, )(xC  -o’rta Kontra garmonik qiymat. Agar nxxx === ...21 bo’lsa u holda   
o’rniga (=) bilan almashtirish mumkin. 
Ikkita son uchun o’rta arifmetik va o’rta garmonik qiymatlarning formulalaridan 
























































( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxCxRxAxLxGxHx maxmin   
Bundan tashqari quyidagi xossalar o’rinli. 
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )




























































Shuni alohida ta’kidlab o’tish joizki, o’rta arifmetik va o’rta geometrik 
qiymatlar orasidagi bog’lanishlardan Fridrixs modeli, umumlashgan Fridrixs modeli, 
panjaradagi uchta zarrachali sistemaga mos model operatorlar va Fok fazosining 
qirqilgan uch zarrachali qism fazosida ta’sir qiluvchi 3-tartibli operatorli matrisalarni 
chegaralanganlikka tekshirishda, ularning normasini baholashda hamda muhim 
spektrni aniqlashda Veyl mezonini qo’llash jarayonida foydalanish mumkin [1-30]. 
12-ta’rif. Geometrik- garmonik o’rta qiymat. 
Ikkita musbat x  va y  haqiqiy sonlarni Geometrik-garmonik o’rta qiymat 
quyidagi qoida orqali aniqlanadi. xg =0  va yh =0  larning o’rta geometrik qiymatini 
1g  orqali belgilaymiz, ya’ni 
xyg =1  bundan tashqari x  va y  sonlarning o’rta 
garmonik qiymatini 1h  orqali belgilaymiz, ya’ni 




















tenglik o’rinlidir. Endi yuqoridagi amallarni x  ning o’niga 1g va y  ning o’rniga 
h1  olib iteratsiya qilamiz, natijada bu usul yordamida ikkita }{ ng  va }{ nh ketma-
ketliklar quyidagi munosabatlar orqali aniqlanadi.  










Hosil bo’lgan ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo’lib bir xil limitga ega bo’ladi, 
bu limitga x  va y  sonlarning geometrik-garmonik o’rta qiymati deyiladi va )(xyM  
kabi belgilanadi. 
Bazi adabiyotlarda geometrik-garmonik o’rta qiymatlar garmonik-geometrik 
o’rta qiymatlar deb ham yuritiladi. 
}{ nG  va }{ nH  ketma-ketliklarning yaqinlashuvchi ekanligining isboti Bolshano-
Veyrshtras teoremasidan kelib chiqadi. Geometrik-garmonik o’rta qiymat quyidagi 
xossalarga ega. 
1-xossa. ),( yxM  soni x  va y  sonlarning o’rta geometrik va o’rta garmonik 
qiymatlalari orasida yotadi, ya’ni. 
( ) ( ) ( ).,,, yxHyxMyxG   
2-xossa. Xususiy holda ),( yxM  soni x  va y  sonlar oralig’ida yotadi. Masalan: 
yx   bo’lsa, u holda ( ) yyxMx  ,  bo’ladi. 
3-xossa. Agar 0r  biror son bo’lsa, u holda ( ) ( )yxrMryrxM ,, =  tenglik 
o’rinlidir. 
4-xossa. ),( yxAG  soni x  va y  sonlarning arifmetik-geometrik o’rta qiymati 



















5-xossa. Agar ),( yxH  garmonik o’rta qiymat, ),( yxHG  garmonik-geometrik 
o’rta qiymat, ),( yxG  geometrik o’rta qiymat, ),( yxGA  geometrik-arifmetik o’rta 
qiymat, ),( yxA  arifmetik o’rta qiymat bo’lsa, u holda  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).,max,,,,,,min yxyxAyxGAyxGyxHGyxHyx   
13-ta’rif. Heronian o’rta qiymat. Ushbu  






miqdorga manfiy bo’lmagan A  va B  sonlarning Heronian o’rta qiymati 
deyiladi. 
Bu Hero Alexandria sharafiga qo’yilgan bo’lib, piramida yoki konusning 
hajmini topishda foydalaniladi. A  va B  sonlarning Heronian o’rta qiymati bu 




































aniqlangan miqdorga nxxx ,...,, 21  sonlarning Lehmer o’rta qiymati deyiladi.  





























miqdorga nxxx ,...,, 21  musbat sonlarning nwww ,...,, 21  musbat vaznlarga nisbatan 
Lehmer o’rta vaznli qiymati deyiladi. 
Takidlash joizki 
( )xLp  funksiyadan p bo’yicha hosila nomanfiydir: 
( )
( ) ( ) ( )


































 shu sababli bu funksiya monoton hamda qp   bo’lganda,  
( ) ( )xx LL qp   
tengsizlik bajariladi. 
Quyidagi xossalar o’rinlidir. 
1-xossa. 
)(lim xLp
p −→  miqdor nxxx ,...,, 21  sonlarning eng kichigiga tengdir. 
2-xossa. ( )xL0  miqdor nxxx ,...,, 21  sonlarning o’rta garmonik qiymatiga tengdir. 






 miqdor 1x  va 2x sonlarninf o’rta geometrik qiymatiga tengdir. 
4-xossa. )(1 xL  miqdor nxxx ,...,, 21  sonlarning o’rta arifmetigiga tengdir. 
5-xossa. )(2 xL  miqdor nxxx ,...,, 21  sonlarning o’rta Kontra garmonik qiymatiga 
tengdir. 
16-ta’rif. Stolarskiy o’rta qiymat. x  va y  musbat sonlar uchun Stolarskiy o’rta 
qiymati ushbu  
( )























































tenglik bila aniqlanuvchi miqdorga aytiladi. 































−→  miqdor x  va y  sonlarning minumimiga tengdir. 





0→  miqdor x  va y  sonlarning o’rta logarifmik qiymatiga tengdir. 













p→  miqdor x  va y  sonlarning o’rta Identrik qiymatiga tengdir buni 
hosil qilishda o’rta qiymat haqidagi teoremada ( ) ( )xxxf ln=  funksiyani tanlash 
yetarlidir. 
6. ( )yxS ,2  miqdor x  va y  sonlarning o’rta arifmetik qiymatiga tengdir. 
7. ( )yxS ,3  miqdor yx,  va ( )yxG ,  sonlarning o’rta kvadratik qiymatiga tengdir. 
Bu yerda ( )yxG ,  orqali x  va y  sonlarning o’rta geometrik qiymati belgilangan. 




p→  miqdor x  va y  sonlarning maximumiga tendir. 
Ko’p o’zgaruvchili hol: 
1+n  ta nxxx ,...,, 10  sonlarning o’rta Stolarskiy qiymati ( )











17-ta’rif. O’rta Identrik qiymat. x  va y  musbat sonlarning o’rta Identrik 
qiymati quyidagicha aniqlanadi: 
( )




















































Bu formulani keltirib chiqarishda ( ) xxxf ln=  funksiya grafigi qaralib o’rta 
qiymat haqidagi teorema tadbiq qilinadi. Bu miqdor osongina ko’p o’zgaruvchili 
holga umumlashtirilishi mumkin. Shuni alohida ta’kidlab o’tish joizki, mubat sonlar 
uchun o’rta Identrik qiymati Stolarskiy o’rta qiymatining maxsus holidir. 
18-ta’rif. O’rta vaznli geometrik qiymat. Bizga nxxx ,...,, 21  musbat sonlar va 















































tenglik orqali hisoblanadi.Takidlash joizki agar barcha vaznlar teng bo’lsa o’rta 
vaznli geometrik qiymat o’rta geometrik qiymatga teng bo’ladi. 
19-ta’rif. O’rta vaznli garmonik qiymat. Bizga nxxx ,...,, 21  sonlar va ularga mos 
















miqdorga nxxx ,...,, 21  sonlarning o’rta vaznli garmonik qiymati deyiladi. 
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